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5. Übungsblatt zur Analysis II

Aufgabe 25 :
Es sei F (r, θ) = f(r cos θ, r sin θ), wobei f : R2 → R differenzierbar sei. Berechnen Sie
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∂r
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∂F

∂θ
(r, θ)

und zeigen Sie, dass
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Aufgabe 26 :
Für die differenzierbaren Funktionen p, q : R → Rn und H : Rn ×Rn → R gelte

(∗) dpk

dt
(t) = −∂H

∂qk
(p(t), q(t)) ,

dqk

dt
(t) = +

∂H

∂pk
(p(t), q(t)) (k = 1, . . . , n)

für alle t ∈ R. Zeigen Sie, dass H (p(t), q(t)) einen konstanten Wert unabhängig von t annimmt.

Bemerkung: Die Hamiltonschen Gleichungen (∗) bestimmen die Bewegung eines mechanischen Sy-
stems mit Positionen q(t) und Impulsen p(t) zur Zeit t. Die Gesamtenergie H (p(t), q(t)) bleibt dabei
erhalten.

Aufgabe 27 :
Sei f : R → R2 gegeben durch f(t) = (cos t, sin t)T . Zeigen Sie, dass mit a = 0, b = 2π für alle ξ ∈ R
gilt:

f(b)− f(a) 6= f ′(ξ)(b− a) .

Aufgabe 28 :
(Matrizennormen) Zeigen Sie für A = (aij) ∈ Rm×n:

(a) ‖A‖1 = maxj=1,...,n
∑m

i=1 |aij | (maximale Spaltenbetragssumme)

‖A‖∞ = ‖AT ‖1 = maxi=1,...,m
∑n

j=1 |aij | (maximale Zeilenbetragssumme)

(b) ‖A‖2 ≤
√∑m

i=1

∑n
j=1 a2

ij

‖A‖2 ≤
√
‖A‖1 ‖A‖∞

(c) ‖A‖2 =
√

größter Eigenwert von AT A

Hinweise: zu (b) Cauchy-Schwarz; ‖x‖2
2 ≤ ‖x‖1 ‖x‖∞ für x ∈ Rn

zu (c) Diagonalisierung AT A = QT DQ mit Orthogonalmatrix Q.

Aufgabe 29 :
Zeigen Sie: Für Matrizen A, B ∈ Rn×n ist die Operatornorm des Produkts beschränkt durch

‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ .



Aufgabe 30 :
Seien a > 0 und die Funktion f : D ⊂ R → R mit f(x) = a

1+a

(
x + a

x

)
gegeben. Finden Sie den

grössten Definitionsbereich D, sodass für alle abgschlossenen Intervalle A ⊂ D die Funktion f die
folgende Eigenschaft hat:

Es gibt ein α < 1 sodass für alle x, y ∈ A gilt |f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|.

Es werden Lösungen für fünf Aufgaben gewertet. Diese werden so ausgewählt, dass Sie
eine möglichst hohe Punktzahl erreichen.
Abgabe in der Vorlesungspause am 9.6.2009,
Besprechung in den Übungen am 18.6.2009 bzw. 19.6.2009


