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12. Ubungsblatt zur Numerischen Behandlung von Differentialgleichungen I

In den folgenden Aufgaben ist (-,-) das La(€2)-Skalarprodukt. Es seien A; die Eigenwerte und
wy, die La(Q)-orthogonalen Eigenfunktionen mit a(wy,v) = A (wg,v) fiir alle v € H (), wobei
a(u,v) = [ Vu - Vodz.

Aufgabe 41:
Betrachten Sie das Anfangs/Randwertproblem der Wirmeleitungsgleichung

QU = Au+ f(z,t) in Q x (0,7)
u = 0 auf 90 x (0,7)
u = U firt =20

mit stetigem f: Q x [0,7] — IR und up : @ — R. )
Zeigen Sie unter der Annahme, dass eine klassische Losung u : Q x [0,7] — IR existiert, dass diese
gegeben ist durch

o0

u(-,t) = Z {(uo,wk)e)"“t + /Ot(f(., s),wk)e)‘k(ts)ds} W

k=1

Hinweis: Der Ausdruck in geschweiften Klammern ist die Losung des linearen skalaren Anfangswert-

problems

day,

% _ _Akak + (f(.’t)7wk). , Ozk(O) = (U,(),U)k)

Unter welchen (schwachen) Regularitéitsvoraussetzungen an f und uy macht obige Formel noch Sinn?

Aufgabe 42:
Betrachten Sie die Wellengleichung

Pu = Au+t f(z,t) in Q % (0,7)
u = 0 auf 0Q x (0,7
u = uo,g—?:vo flirt=20

a) Wie sieht die Eigenbasisentwicklung einer (klassischen) Losung dieses Anfangs/Randwertproblems
aus?
Hinweis: Die Losung von CGZ;T? = —wla+ o), a0) = ap, ‘%(0) = [y ist gegeben durch
a(t) = coswt - ag +wtsinwt - By + [y w sinw(t — s)p(s)ds.

b) Zeigen Sie, dass im Fall f = 0 die ,,Energie” % (%(-,t), %(-,t)) + %a(u(-,t),u(-,t)) fiir alle
t > 0 konstant ist.

Aufgabe 43:

Schlagen Sie numerische Verfahren zur Losung der Gleichungen der beiden vorigen Ubungen vor
(und/oder besuchen Sie die Vorlesung iiber die Numerik zeitabhéingiger Differentialgleichungen im
Sommersemester).



Programmieraufgabe 4 :

Versuchen Sie ndherungsweise das Problem
—Au+ gradp = finQ

divu = 0in
v = 0 auf 09

auf dem Einheitsquadrat Q = [0, 1]? mit gemischten linearen finiten Elementen zu 16sen, wobei der
Druck p iiber die Normierung [, pdz = 0 und die dufiere Kraft durch f = (1 1) festgelegt seien.
Stabilisieren Sie zudem das Verfahren durch Verwendung des Mini-Elements mit Bubble-Funktionen.

Besprechung in den Ubungen am 10.02.2010



