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Mathematisches Institut
Prof. Dr. Christian Lubich

3. Übungsblatt zur Analysis II

Aufgabe 13 :
Sei φ : IR → IR definiert durch

φ(x) =

{
1− |x| für |x| ≤ 1
0 für |x| > 1.

Sei weiter f : [a, b] → IR stetig, und x0 ∈ (a, b). Berechnen Sie

lim
ε→0

∫ b

a
f(x)

1
ε
φ

(
x− x0

ε

)
dx .

Aufgabe 14 :
Zeigen Sie: Auf C[a, b], dem Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf [a, b], sind durch

‖f‖∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)| und ‖f‖2 =

(∫ b

a
f(x)2dx

)1/2

Normen gegeben, die zueinander nicht äquivalent sind.

Aufgabe 15 :
Untersuchen Sie, welche der folgenden Funktionen sich zu einer stetigen Funktion auf ganz R2

fortsetzen lassen:

f(x, y) :=
x2y

x2 + y2
, g(x, y) :=

x3y

x4 + y2
, h(x, y) :=

xy2

x2 + y6
, u(x, y) :=

x2 − y

x2 + y
.

Aufgabe 16 :
Sei A ⊂ IRn abgeschlossen mit A 6= ∅, K ⊂ IRn kompakt mit K 6= ∅, sowie K ∩A = ∅. Zeigen Sie:

(a) Die Abstandsfunktion x 7→ d(x, A) := inf {‖x− a‖ : a ∈ A} ist stetig auf IRn.

(b) Für alle x ∈ Rn gibt es ein bx ∈ A, so dass d(x, A) = ‖x− bx‖. Das obige Infimum ist also ein
Minimum.

(c) Es gibt ein q ∈ K und ein c ∈ A mit

d(K, A) := inf {d(x, A) : x ∈ K} = d(q, A) = ‖q − c‖ (> 0) .

(d) Geben Sie ein Beispiel abgeschlossener Mengen A, B ⊂ IR2 mit A ∩B = ∅ und d(B, A) = 0.

Aufgabe 17 :
Sei ‖ · ‖ eine beliebige Norm auf IRn. Zeigen Sie, daß

f : {x ∈ IRn; ‖x‖ < 1} → IRn : f(x) =
x

1− ‖x‖

ein Homöomorphismus ist. Geben Sie die Umkehrfunktion f−1 an.
Hinweis: Überlegen Sie sich zuerst den Fall n = 1.



Aufgabe 18 :
Sei K ⊂ IRn kompakt und f : K → IRm stetig und injektiv. Zeigen Sie, daß f : K → f(K) ein
Homöomorphismus ist.
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